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Réwnania Naviera-Stokesa

Tréjwymiarowe niescisliwe réwnania Naviera-Stokesa dla wektora
predkoéci u: R x (0, T) — R3 i cisnienia p : R3 x (0, T) — R:
Oru—Au+ (u-V)u+Vp=0,
divu =0, (NS)

ult—o = up.

Problem otwarty: Istnienie i jednoznaczno$¢ globalnych (w czasie)
silnych rozwiazan.
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Réwnania Naviera-Stokesa z utamkowa dyssypacja

Oru+ (—A)Yu+(u-V)u+Vp=0,
divu =0, (fNS)

U’t:O = Uo,

gdzie (—/A?f(g) = [£[257(€). Nieréwnoé¢ energetyczna:

Jiutor+2 [ [ivup < [lus)p?

Znane wyniki:
» Globalne i jednoznaczne silne rozwiazania dla s > %
(Lions '69)
> Dla 3 <s< 3 P>*(S) =0, gdzie
S:={(x,t) € R®x (0, T): u nie jest Hélderowsko ciagte
w zadnym otoczeniu (x, t)}

(Tang-Yu '15, Colombo-De Lellis-Massaccesi '20)
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Motywacja
Pytanie.
A co z pochodnymi u?
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Motywacja
Question.
A co z pochodnymi u?

Q1. Q1. Czy jedli u € L>°(Q) dla pewnego cylindra Q, to Vu, D?u
rowniez sa ograniczone?

Q2. Czy Vu, D?u posiadaja jakiekolwiek ograniczenia a priori dla
dowolnego stabego rozwiazania?
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Leray-Hopf weak solution to hypodissipative Navier-Stokes

u jest stabym rozwiazaniem Leray’'a-Hopfa (HypoNS) z
warunkiem poczatkowym ug € L2(R3), divug = 0 jesli

(1) u spetnia (HypoNS) w stabej postaci,
(2) u spetnia silna nierébwno$¢ energetyczna,

t
/yu(t)|2dx+2/ /y/\suFdXdT < /yu(s)FdX

dla prawie wszystkich s > 0 i wszystkich t > s.
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Gtéwny wynik (1/3)

[Kwon-0., arXiv:2010.12105]
Niech u bedzie stabym rozwiazaniem Leray's-Hopfa (HypoNS) dla
% < s < 1, spetniajacym

lullzs @y + lell 2ywe2g T 11PN @iy T I1VPIL (@) + IMN W)l 20y
+ ||./\/l|/\5u|1+6 ”L1+6(Q2) + ||///4|/\2$ IVp’HLl Q) <c<oo

dla § = ==-. Wédwczas u spetnia

sup |u(x, t)| + |Vu(x, t)| + |V2u(x7 t) < G
Q1

z pewna stata Gy = Go(c, s).
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Funkcje maksymalne
Funkcja maksymalna Hardy 'ego-Littlewooda,

1
MF(x) = sup — f(y)|dy.
()= sup 7 [ 1F 0y

Dla ustalonego W € S(R3), non-tangential maximal function z
otworem 1 wzgledem W,

Mi(FiV)(x) = sup [V f(y)|

t>0, [y—x|<t

gdzie W;(x) := t3W(t71x).
Grand maximal function:

My(F)(x) =

sup {MI(I(;W)(X) Ve S,/(l + |x])V > |oMv(x)ldx < 1} .

|a] <N+1
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Ograniczenia pochodnych rozwiazan réwnan
Naviera-Stokesa

e Constantin '90 : V2u € L9(T? x (0,00)), g < %.
e Lions '96 : Dla kazdego stabego rozwiazania Leray'a-Hopfa ,

Viu € L%’OO(R3 x (0, 00))

jesli Vg jest miara Radona.
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Ograniczenia pochodnych rozwiazan réwnan
Naviera-Stokesa

e Constantin '90 : V2u € L9(T? x (0,00)), g < %.
e Lions '96 : Dla kazdego stabego rozwiazania Leray'a-Hopfa ,

Viu € L%’OO(R3 x (0, 00))

jesli Vg jest miara Radona.

"0 q 4
e Vasseur '10: V'w e L , 4q < o
e Choi-Vasseur '14: V2yu € LE);OO, Viu e Lllofo

e Vasseur-Yang '20 : Dla kazdego suitable weak solutions,

4 4
V2u e LD (R® x (0,00)), q> 3
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Utamkowy Laplasjan: operator nielokalny

Dlas € (0,1),

(—=A)*f(x) = Csp.v. / ) =fz),

R3 |X _ Z‘3+25

*Cs: stata normalizacyjna
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Caffarelli-Silvestre
Przedtuzenie
Niech u*(x, y) bedzie zdefiniowany przez

. y2s
ut(x,y) = G s WU(ZMZ’ y>0

Wéwczas
% - - / . 4
» u* jest przedfuzeniem u do potprzestrzeni RY,

lim o (x,) = u(x)
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Caffarelli-Silvestre
Przedtuzenie
Niech u*(x, y) bedzie zdefiniowany przez
. y25
* .
0000) = G e 2y (e
Woéwczas
> u* jest przedtuzeniem u do pétprzestrzeni R%,
lim u*(x,y) = u(x)
y—0
» Utamkowy Laplasjan mozna obliczy¢ ze wzoru
(—A)u(x) = —Cs lim y?d,u™(x,y),
y—0+

> Réwnowaznos¢ energii,

y>0

€ (0,1)

/\/\su\zdx_ Cs / / y2|Vu* [>dxdy,

gdziea=1-2s, A°=(=A)3 i V = (V,,dy)
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Suitable weak solution réwnan Naviera-Stokesa z
ulamkowa dyssypacja

Suitable weak solution (u, p) réwnania (HypoNS) to stabe
rozwiazanie Leray'a-Hopfa spetniajace warunki:

(1) para (u, p) spetnia (HypoNS) w sensie dystrybucji,
(2) dla kazdego & = &(x,y,t) € CZ(R?* x (0, T)), lokalna
nieréwnos¢ energetyczna

[ 0P =0 +2C. [ [ yvurpe
< / (- Vely=o) (Jul* +2p) + C. /O/R , 0P 9e)
+/ / <5tf\y 0)+ lim 2 y§>

zachodzi dla wszystkich t € (0, T).
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Gtéwny wynik (2/3)

[Kwon-0O., arXiv:2010.12105]
Dla kazdego suitable weak solution réwnan (HypoNS) dla
3
s E (Z’ 1),

K]
o1
ty °

k 2
IV 5l e 1, 7000 (1)) Sss 0 22ms) +

dla kazdego ty € (0, T) i kazdego otwartego i ograniczonego zbioru
K C R3, gdzie

2(3s — 1)

e S )
Pk Fos—1 ’

e W przypadku s = 1, mamy (k, p) = (1,2),(2, %)
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Niezmienno$¢ rownan Naviera-Stokesa

» Skalowanie

un(x, t) = Au(Ax, \°t), A>0
pa(x, t) = A2p(Ax, A\°t).

» transformacja Galileusza
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Navier-Stokes: podejscie Vasseur'a

Zatézmy, ze zachodzi nastepujacy warunek na lokalna gtadkos¢
(Zle!):
Je > 0 takie, ze

/ VuP <e = [V2u(x, )| < C
Ql(X7t)
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Navier-Stokes: podejscie Vasseur'a

Zatézmy, ze zachodzi nastepujacy warunek na lokalna gtadkos¢
(Zle!):
Je > 0 takie, ze

/ VuP <e = [V2u(x, )| < C
Ql(X,t)
Woéwczas, dla A > 0,

{(x,t) € R3 x ()\2,00) : \V2u(x, )] > C)\_3}\

{(X, t) € R3 x (A%, 00) : ][

Q)\ X,t

<

|Vu(y,s)]>dyds > EA—‘*H

)\4
<= (f \Vu(y,s)deds) dxdt
€ JR3x(A2,00) Qa(x,t)

SNVl < Xuof?

_ 4 .
° g— 3 Jest ustalony przez waru2nek, ze
|VeulP ~ |Vul?.

ma takie samo skalowanie
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Navier-Stokes: podejscie Vasseur'a

4
. 2 5700 T . “ z
Uwagi. Veu e L} jedli tylko zatozymy warunek “matosci” na
wielkodci, ktore
> maja takie samo skalowanie jak |Vu|?

> sa catkowalne na R3 x (0, 00)

Takie wielkosci nazywamy wielko$ciami z optymalnym
skalowaniem.
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Navier-Stokes: podejscie Vasseur'a

4
. 2 5700 T . “ z
Uwagi. Veu e L} jedli tylko zatozymy warunek “matosci” na
wielkodci, ktore
> maja takie samo skalowanie jak |Vu|?

> sa catkowalne na R3 x (0, 00)

Takie wielkosci nazywamy wielko$ciami z optymalnym
skalowaniem.

» |Ap| ma optymalne skalowanie gdyz |Ap| ~ |Vul?

taka sama skala

and [|Ap|l @30, 1)) S HVUH%2(R3><(O,T))'

10
» |u|3 nie ma optymalnego skalowania gdyz skaluje si¢ inaczej.
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Navier-Stokes: podejscie Vasseur'a
Cel: Otrzymac lokalna gtadko$¢ z warunkiem na “matos¢” tylko
wielkosci z optymalnym skalowaniem.

Pomyst: lokalna regularno$¢ dla rozwiazania z transformacja
Galileusza

[Choi-Vasseur] Istnieje £ > 0 takie, ze jesli gtadkie
rozwiazanie (u, p) spetnia

[t )eldx =0, Ve e (-4,0)
R
/ IVul? + |V?pldxdt < ¢
Q2
to
[V ull oo (@) < Ca

gdzie ¢ € C°(By;[0,1]) spetnia [pdx = 1.
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Hypodissipative NS: Twierdzenie Tang-Yu of lokalnej
gtadkosci

Twierdzenie. [Tang & Yu (2015) Istnieje € = (s) > 0 takie, ze jesli
suitable weak solution (u, p) réwnan (HypoNS) spetnia

sup |u(x,t)\2dx+/ Vo[V ur | dXdt
te(—22,0) v B2 Q;
2

2 0
+ (/ \ul3>3 + (/ |p(x, t)ldxdt) <e,
Q2 —225 BQ

to

ullLos(@y) < 1.
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Lokalna gtadkos$¢ z zerowa Srednia

[Kwon-O. | Istnieje € = £(s) > 0 takie, ze jesli
suitable weak solution (u,p) réwnan (HypoNS) spetnia

/JQJMQMXZQ Vt € (—5%,0)

xt—uy, t)[?
v [
/ )/| | 52 /B, /i |3+2s

+ / (MIASu[T)10 4 Wva + | M(NIT)| < 2,

gdzie § = ==, to

llvkulrmm%) < G, ke€{0,1,2}
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Whiosek - czesciowa regularnosé¢

[Kwon-O. | Istnieje € = £(s) > 0 takie, ze jedli suitable
weak solution (u, p) rébwnan (HypoNS) spetnia

— 0 u(x, t) — u(y, t)2 2
/ ya|vu*‘2+/ / / ’ ( ) 35_); )’ _|_/ (M‘ASU‘H(S)H-&
Q —525 JBs JBs ’X _y‘ Qs

4 (1 4192+ V1T 4 ANV ) <
5

gdzie § = &, to

llvkuHLoo(Q%) < G, ke€{0,1,2}
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Whiosek - czesciowa regularnosé¢
W szczegélnosci jesli

S :={(x,t) € R® x (0, T): jakakolwiek pochodna przestrzenna u

jest nieograniczona w dowolnym otoczeniu (x, t)}
to P574(S) =0 dg(SN{t > to}) < (15 — 25 — 8s?) dla
kazdego ty € (0, T).

dp(S)
du(S)

[TY15]

[CKN82], [RS09]
[WY19]
[CKN82]
[0%a20]
rrrrrrrrrrrrr [CDLM20], [KP02]
[CDLM20]
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Gtéwny wynik (3/3) - Globalna calkowalnos¢ ci$nienia

W przypadku réwnan Naviera-Stokesa,
I(=2)pllze = 100uillze S [V ullf2
W przypadku hypodyssypatywnym (s € (3/4,1)),

(—A)Sp = /\25_2(6,'UJ'8J'U,').
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Gtéwny wynik (3/3) - Globalna calkowalnos¢ ci$nienia

W przypadku réwnan Naviera-Stokesa,
I(=2)pllza = 10iu0uillza < IV ullZ2
W przypadku hypodyssypatywnym (s € (3/4,1)),
(—A)p = N*"2(0u;0;u;).
[Kwon-O., arXiv:2010.12105] Dla s € (0,1),

I(=2)*pllza s [A°ullZ:
IR" (=AY pllra Ss.n INullZ

dla kazdej liczby catkowitej n > 0, gdzie RF(&) = —i¢/|¢| F(£).
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Globalna calkowalnos¢ cisnienia

Inspiracja: ograniczenia typu Kenig-Ponce-Vega:
IN(fg) — FNg — gNFllio Sp,61,80. 0100 [N Fllion [N g o2

gdZie,B:/B]_—i-/Bz, 0 < 6761752 < 1.
1 <PuP1aP2 < 0.

1 1 1
4+ == 4+ = oraz
p = p T Ord
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Globalna calkowalnos¢ cisnienia

Inspiracja: ograniczenia typu Kenig-Ponce-Vega:
IN(fg) — FNg — gNFllio Sp,61,80. 0100 [N Fllion [N g o2

gdzie = P14 2, 0< 8,01, 52 <1, 5 = o~ + - oraz
1<PaP1aP2<OO-

Mamy (=A)*p = A>»2 divdiv(u ® u).

Korzystamy z rozwinieé Littlewood-Paley dla A%=2 divdiv ~ A? i
uzywamy faktu divu = 0.
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Gtéwny wynik (1/3), powtdrzenie

[Kwon-0., arXiv:2010.12105]
Zatézmy, ze stabe rozwiazanie (u, p) réwnan (HypoNS) dla
% < s < 1 spetnia

lullzs @y + lell 2ywe2g T 11PN @iy T I1VPIL (@) + IMN W)l 20y
+ ||./\/l|/\5u|1+6 |’L1+5(Q2) + ||///4|/\2$ IVp’HLl Q) <c<oo

dla § = 2=. Wobwczas

sup |u(x, t)| + |Vu(x, t)| + |V2u(x7 t) < G
Q1

gdzie jest Co = Co(c,s) jest pewna stata.
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Szkic dowodu

Zauwazmy, ze u¢, spetnia

(0 + N*)(ug2) = V - F + [N*, do]u
+ (u ®u:Vgy — V¢ZRU(Uin¢%) + u8t¢2) + error

gdzie
Fi=—(u® udz) + $2Rjj(ujuj3)ld.
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Szkic dowodu
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Ograniczenia komutatoréw

(0 + (=8)°)(ug) — ¢(0ru + (=A)°u) = udep + [(—A), dlu

[Kwon - O. '20]
Niech s € (3,1). Niech ¢ € C°(Bg x (—T,0]) i Bg C Bg,.
Woéwczas, dla kazdego § € (0,2 —2s), r € [1,00] i p € (1,00),
istnieje rozktad
[(—A)°, Blu = hoe + hai

gdzie f i g spetniaja

HhoellLr(— 7 0ip(r3)) Ss [UllLr(— 7 0;w2s-1+60(Bg, )

[ heait | 2= 70:wiooo (R3)) Skos IMIN W) 21T 01xBR) T+ Ul 2(= T 0:11(BR))

dla wszystkich liczb catkowitych k > 0.
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